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条件付バリュー・アット・リスク (Conditional Value at Risk , 以下 CVaR) 最小化問題を解くことで，提案手法




































このような生命保険の ALMに関する CVaR最小化問題については，Iyengar and Ma（2009）が，負債キャッ
シュフローと資産キャッシュフローの差額に関する CVaR最小化問題（Rockafellar and Uryasev（2000））を解
くことで，投資対象である利付債の最適投資比率を求める手法を提案している．そこでは，負債キャッシュフ
ローには固定シナリオ，資産キャッシュフローには Hull-Whiteモデル（Hull and White（1990））を適用したリ
スク中立シナリオから生成される仮想的なキャッシュフローシナリオを用いて，1期間モデルにより利付債に
対する投資比率を求めている．それに対して，本研究では死亡率に対しては Lee-Carterモデル（Lee and Carter 
（1992）），金利期間構造に対しては動的 Nelson-Siegelモデル（Nelson and Siegel （1987） , Diebold and Li （2006））
をあてはめ，確率モデルを適用することによって将来キャッシュフローシナリオを生成している点が異なる．
さらに逐次推定・最適化の考え方を用いて，多期間にわたる動的ヘッジへと問題設定を拡張している点も新規






モデル化について述べる．第 5 節では， 1995年 12月から 2014 年 12月までの期間を対象に，これらモデル
を日本市場に適用した場合の分析結果を述べる．最後に第 6節において全体のまとめを行う．  
 
2. 生命保険負債に対する ALM 
本節では，本研究で取り扱う生命保険商品の負債キャッシュフローとそのヘッジ戦略について概要を説明し，
関連研究である Iyengar and Ma（2009）と本研究との問題設定上の比較を行う．  
 
2.1. ヘッジ対象となる保険商品とキャッシュフロー  
本研究では，生命保険負債として養老保険の保険金支払いキャッシュフローに焦点を当てる．養老保険とは
生死混合保険であり，保険契約期間内に死亡した場合と，満期まで生存していた場合に，それぞれ予め契約で






生するものとする．このような養老保険において，加入時(𝑡𝑡 = 1)に𝑥𝑥歳の被保険者に対する 𝑡𝑡年先の支払いキ
ャッシュフロー𝐿𝐿𝑥𝑥,𝑡𝑡は，以下のように与えられる． 
𝐿𝐿𝑥𝑥,𝑡𝑡 = 1 × 𝐼𝐼{𝑡𝑡−1≤𝜏𝜏𝑥𝑥<𝑡𝑡}, 𝑡𝑡 = 1, … ,19                                                                         (1)       
𝐿𝐿𝑥𝑥,20 = 1 × 𝐼𝐼{20≤𝜏𝜏𝑥𝑥}                                                                                   (2)       
ただし，𝜏𝜏𝑥𝑥は被保険者の死亡までの年数，𝐼𝐼{∙}は括弧内のイベントが起こった際に 1，そうでない場合に 0をと
る指示関数である．指示関数の期待値は当該イベントの発生する確率を与えるので，例えばE(𝐼𝐼{𝑡𝑡−1≤𝜏𝜏𝑥𝑥<𝑡𝑡})は，
時点𝑡𝑡 − 1まで生存していた被保険者が 1年以内に死亡する確率を表し，実務上は死亡率に対応する． 


















Iyengar and Ma（2009）は，負債キャッシュフローと資産キャッシュフローの差額に関する CVaR最小化問題
（Rockafellar and Uryasev（2000））を解くことで，投資対象である利付債の最適投資比率を求める手法を提案












 Iyengar and Ma（2009） 本研究 
負債モデル 固定シナリオ(1シナリオ) Lee-Carterモデル(1シナリオ) 
資産モデル Hull-Whiteモデル(1000シナリオ) 動的 Nelson-Siegel モデル(1000 シナリ
オ) 








取引コスト なし あり 
数値実験期間 1時点 20時点 
 



















































3.2. 資産・負債キャッシュフローに対する ALM最適化問題 
本論文では，各期で解く ALM最適化問題について，資産及び負債のキャッシュフロー二乗誤差最小化と，
負債キャッシュフローに対する資産キャッシュフローの不足額を CVaRで表現した CVaR最小化の 2通りを設







Nelson-Siegel モデルを仮定し，動的 Nelson-Siegel モデルの水準・傾き・曲率の時間的変化に多変量自己回帰
（VAR）モデル（あるいは個別変数に対する自己回帰（AR）モデル）を適用した上で，モンテカルロ・シミ
ュレーションにより将来の金利シナリオを生成する．Nelson-Siegelモデルの水準・傾き・曲率の時間的変化に
時系列モデルを適用して金利期間構造の予測を行った論文には Diebold and Li（2006）がある．状態空間表現
を用いた動的 Nelson-Siegel モデルについては，藤井・高岡（2008），Kobayashi（2016）が詳しい． なお，予
測情報として更新するパラメータは，変動の大きい金利シナリオのみとし，死亡率については長期にわたり緩
やかにトレンドが形成されることから，初期時点の予測シナリオを継続して用いることにする．以下，Iyengar 
and Ma （2009）に基づく CVaR最小化，および余剰資金の先送りを考慮した CVaR最小化問題を定式化する． 
 
3.2.1. Iyengar and Ma ［2009］に基づく CVaR最小化 
金利期間構造モデルから生成されるシナリオ 𝑞𝑞 (= 1,2,⋯ ,1,000)における銘柄 𝑗𝑗  (= 1,2,⋯ ,𝑛𝑛)の資産キャッ
シュフローを ℎ𝑚𝑚,𝑞𝑞(𝑗𝑗) ,𝑚𝑚 = 1,2,⋯ ,𝑛𝑛 と表わす．ただし， 𝑛𝑛  は時点 0における保険満期までの残存年数である．ま
た，𝑡𝑡 = 0の時点において Lee-Carterモデルにより予測した負債キャッシュフローを 𝑓𝑓𝑚𝑚𝐿𝐿𝐿𝐿   ，  𝑓𝑓𝑚𝑚𝐿𝐿𝐿𝐿を第𝑛𝑛要素にも
つ負債キャッシュフローベクトルを𝐹𝐹𝑚𝑚
𝐿𝐿𝐿𝐿， 𝑥𝑥𝑡𝑡(𝑗𝑗) を𝑡𝑡 時点における銘柄 𝑗𝑗 の投資比率，それら第𝑗𝑗要素にもつ縦ベ
クトルを𝒙𝒙𝑡𝑡 と表わす． さらに，𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑡𝑡+1|𝑡𝑡(𝑗𝑗)   を𝑡𝑡 時点で購入した銘柄 𝑗𝑗 の𝑡𝑡 + 1 時点における受取利息，𝑐𝑐𝑝𝑝𝑡𝑡+1|𝑡𝑡,𝑞𝑞(𝑗𝑗)   
を𝑡𝑡 時点で購入した銘柄 𝑗𝑗の𝑡𝑡 + 1 時点におけるシミュレーション価格から計算した償還損益とする．利付債の




𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑡𝑡+1|𝑡𝑡(1) + 1 + 𝑐𝑐𝑝𝑝𝑡𝑡+1|𝑡𝑡,𝑞𝑞(1) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑡𝑡+1|𝑡𝑡(2) ⋯ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑡𝑡+1|𝑡𝑡(𝑛𝑛)0 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑡𝑡+2|𝑡𝑡(2) + 1 + 𝑐𝑐𝑝𝑝𝑡𝑡+2|𝑡𝑡,𝑞𝑞(2) ⋯ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑡𝑡+2|𝑡𝑡(𝑛𝑛)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮0 0 0 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑡𝑡+𝑛𝑛|𝑡𝑡(𝑛𝑛) + 1 + 𝑐𝑐𝑝𝑝𝑡𝑡+𝑛𝑛|𝑡𝑡,𝑞𝑞(𝑛𝑛) ⎠⎟
⎞                               (3) 
 
負債の将来キャッシュフローに対する資産の将来キャッシュフローの不足（＝将来のネットキャッシュフロ
ーの不足）を下方リスクとして考えることから，本研究では損失関数を  𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = −�ℎ𝑚𝑚(𝑗𝑗)𝒙𝒙𝑡𝑡 − 𝐹𝐹𝑚𝑚𝐿𝐿𝐿𝐿� と定義し，
確率変数 ℎ𝑚𝑚(𝑗𝑗)  が連続的な確率密度関数 𝑐𝑐(𝑦𝑦) に従うと仮定する． この時，損失が 𝛼𝛼 以下となる確率は， 
Ψ(𝑥𝑥,𝛼𝛼) = � 𝑐𝑐(𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)≤𝛼𝛼                                                                               (4) 
である．VaRはネットキャッシュフローの不足が 𝛼𝛼 以下である確率が 𝛽𝛽 以上になるときの最小の 𝛼𝛼 であ
るから， 
 




𝐶𝐶𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝛽𝛽(𝑥𝑥) = ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑐𝑐(𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)≥𝛼𝛼𝛽𝛽(𝑥𝑥)
∫ 𝑐𝑐(𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)≥𝛼𝛼𝛽𝛽(𝑥𝑥)                                                           (6) 
と定義でき， Ψ(𝑥𝑥,𝛼𝛼)の 𝛼𝛼  に関する連続性の仮定から，∫ 𝑐𝑐(𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)≥𝛼𝛼𝛽𝛽(𝑥𝑥) = 1 − 𝛽𝛽 となるため， 
7 
 
𝐶𝐶𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝛽𝛽(𝑥𝑥) = ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑐𝑐(𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑦𝑦)≥𝛼𝛼𝛽𝛽(𝑥𝑥)1 − 𝛽𝛽 = 𝜙𝜙𝛽𝛽(𝑥𝑥)                                              (7) 
となる．上記の CVaR は積分区間が VaR に依存していることから，直接最適化することは困難である．
そこでパラメータ 𝛼𝛼  を用いて以下の補助関数を定義する． 
𝐹𝐹𝛽𝛽(𝑥𝑥,𝛼𝛼) = 𝛼𝛼 + (1 − 𝛽𝛽)−1 � [𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) − 𝛼𝛼]+𝑐𝑐(𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑦𝑦∈ℜ𝑛𝑛
                                              (8) 
但し，[𝛼𝛼]+ = max(𝛼𝛼, 0)である． 
次に確率密度関数𝑐𝑐(𝑦𝑦)に従う 𝑘𝑘 個のサンプルパスをモンテカルロ・シミュレーションにより発生させ，
補助関数𝐹𝐹𝛽𝛽(𝑥𝑥,𝛼𝛼)を近似すると， 
𝐹𝐹�𝛽𝛽(𝑥𝑥,𝛼𝛼) = 𝛼𝛼 + 1𝑘𝑘(1 − 𝛽𝛽)��𝑓𝑓�𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑞𝑞� − 𝛼𝛼�+𝑘𝑘
𝑞𝑞=1
                                                         (9) 
と定義できる． 
補助変数 𝑢𝑢𝑞𝑞(𝑞𝑞 = 1,2,⋯ ,𝑘𝑘)  を導入し線形の制約条件を付すことで，リスク指標に CVaR を用いる最適
化問題は，以下の線形計画問題として定式化できる． 
Minimize  𝛼𝛼 + 1
𝑘𝑘(1−𝛽𝛽)∑ 𝑢𝑢𝑞𝑞𝑘𝑘𝑞𝑞=1  ,   𝑞𝑞 = 1,2,⋯ , 𝑘𝑘, 𝑘𝑘 = 1000                                                                                                      
Subject to  𝑢𝑢𝑞𝑞 + ℎ𝑚𝑚,𝑞𝑞(𝑗𝑗) 𝒙𝒙𝑡𝑡 − 𝐹𝐹𝑚𝑚𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝛼𝛼 ≥ 0 ,   𝑚𝑚 = 1,2,⋯ ,𝑛𝑛                                                                                                                                𝒙𝒙𝑡𝑡 ≥ 0, 𝑡𝑡 = 0,1,⋯ ,𝑛𝑛 − 1                         𝑢𝑢𝑞𝑞 ≥ 0  
 
初期時点における投資金額は，時点 0における将来の予測負債キャッシュフローの現在価値総額とする．   𝑜𝑜𝑛𝑛𝑜𝑜𝑜𝑜(1,𝑛𝑛)𝒙𝒙0 = (1 + 𝜌𝜌)−1𝐹𝐹𝑡𝑡+1𝐿𝐿𝐿𝐿 𝑇𝑇(𝐷𝐷𝐹𝐹10,𝐷𝐷𝐹𝐹20,⋯ ,𝐷𝐷𝐹𝐹𝑛𝑛0)𝑇𝑇                                                                                     
𝑜𝑜𝑛𝑛𝑜𝑜𝑜𝑜(1,𝑛𝑛) は 1が横方向に𝑛𝑛 個並んだ横ベクトル，𝑇𝑇 は転置を表わす． 
時点 1以降については， 𝑡𝑡 時点で構築した債券ポートフォリオの 𝑡𝑡 + 1  時点における時価金額から，𝑡𝑡 + 1  時
点で支払った実績負債キャッシュフロー 𝑓𝑓𝑡𝑡+1 を差し引いた投資可能金額の全額を再投資するものとする． 
𝑜𝑜𝑛𝑛𝑜𝑜𝑜𝑜(1,𝑛𝑛)𝒙𝒙𝑡𝑡+1 = (1 + 𝜌𝜌)−1 �(1 + 𝜌𝜌)−1 �𝐶𝐶𝐼𝐼𝐹𝐹𝑡𝑡𝑛𝑛×𝑛𝑛�1,𝐷𝐷𝐹𝐹1𝑡𝑡+1, ⋯ ,𝐷𝐷𝐹𝐹𝑛𝑛 − 1𝑡𝑡+1�𝑇𝑇�𝑇𝑇 𝒙𝒙𝑡𝑡 − 𝑓𝑓𝑡𝑡+1 + (𝐶𝐶𝐼𝐼𝐹𝐹𝑡𝑡𝑛𝑛×1)𝑇𝑇 𝒙𝒙𝑡𝑡 𝜌𝜌�                             
ここで，𝐶𝐶𝐼𝐼𝐹𝐹𝑡𝑡




𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑡𝑡+1|𝑡𝑡(1) + 1 0 ⋯ 0
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑡𝑡+1|𝑡𝑡(2) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑡𝑡+2|𝑡𝑡(2) + 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑡𝑡+1|𝑡𝑡(𝑛𝑛) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑡𝑡+2|𝑡𝑡(𝑛𝑛) ⋯ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑡𝑡+𝑛𝑛|𝑡𝑡(𝑛𝑛) + 1⎠⎟
⎞                                                        (10) 
























Minimize  𝛼𝛼 + 1
𝑘𝑘(1−𝛽𝛽)∑ 𝑢𝑢𝑞𝑞𝑘𝑘𝑞𝑞=1  ,   𝑞𝑞 = 1,2,⋯ , 𝑘𝑘, 𝑘𝑘 = 1000 
Subject to  ℎ𝑚𝑚,𝑞𝑞(𝑗𝑗) 𝒙𝒙𝑡𝑡 − 𝑍𝑍𝑚𝑚−1,𝑞𝑞 − 𝑍𝑍𝑚𝑚,𝑞𝑞 = 𝐹𝐹𝑚𝑚𝐿𝐿𝐿𝐿  ,   𝑚𝑚 = 1,2,⋯ ,𝑛𝑛                        α + 𝑍𝑍𝑚𝑚,𝑞𝑞 + 𝑢𝑢𝑞𝑞 ≥ 0 ,                           𝒙𝒙𝑡𝑡 ≥ 0, 𝑡𝑡 = 0,1,⋯ ,𝑛𝑛 − 1                         𝑢𝑢𝑞𝑞 ≥ 0  
 
但し，𝑍𝑍𝑚𝑚,𝑞𝑞 はシナリオ 𝑞𝑞 における時点 𝑚𝑚 のキャッシュフローから生じる余剰資金，𝑍𝑍𝑚𝑚−1,𝑞𝑞 は前期から先送
りされた余剰資金を表す．また，時点 0では余剰資金は生じないため 𝑍𝑍0,𝑞𝑞 = 0 を満たす． 




時点 1以降の投資資金についても，前期の余剰資金 𝑍𝑍𝑚𝑚−1 を用いて以下の線形不等式制約を与える． 

















クなモデルとして，死亡率予測に広く利用されている Lee-Carterモデル（Lee and Carter（1992））を使用する． 
Lee-Carter モデルは 𝑥𝑥 歳の人の 𝑡𝑡 時点における対数死亡率を次式で表現するモデルである． 
 ln (𝑞𝑞𝑥𝑥,𝑡𝑡) = 𝛼𝛼𝑥𝑥 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝜅𝜅𝑡𝑡 + 𝜀𝜀𝑥𝑥,𝑡𝑡                                                                       (11)   
 
ただし，𝜀𝜀𝑥𝑥,𝑡𝑡  は残差項である．各パラメータの定性的な解釈は，𝛼𝛼𝑥𝑥（年齢要因）：年齢 𝑥𝑥の平均的な対数死亡
率，𝜅𝜅𝑡𝑡（暦年要因）：対数死亡率の暦年𝑡𝑡 による変化，𝛽𝛽𝑥𝑥  （年齢効果）：暦年要因に対する年齢ごとの効果，で
あり，𝑥𝑥 歳の人の将来の対数死亡率を予測するには，時間依存するパラメータである𝜅𝜅𝑡𝑡（暦年要因）を予測す
ればよい．Lee-Carter モデルを使用した将来死亡率の予測については，例えば小暮（2007）を参照されたい．
小暮（2007）では，暦年要因の推定値 ?̂?𝜅𝑡𝑡  に適合する時系列モデルは ARIMAモデルを使用するのが標準的な手
続き 2としているが，本研究では一般化加法モデル（Generalized Additive Model：以下 GAM ）を適用すること
を考える． 
一般化加法モデルでは，暦年要因  ?̂?𝜅𝑡𝑡  を被説明変数として残差項である 𝜀𝜀𝑡𝑡 を最小にする平滑化スプライン関
数 𝑓𝑓( ) を考える．   ?̂?𝜅𝑡𝑡 =系列変動＋残差変動 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑡𝑡) + 𝜀𝜀𝑡𝑡  , mean(𝜀𝜀𝑡𝑡) = 0, Var(𝜀𝜀𝑡𝑡) = 𝜎𝜎2                               (12)  
 





付き残差平方和（PRSS : Penalized Residual Sum of Squares）が最小となる 𝑓𝑓(𝑥𝑥) として与えられる． PRSS =  � ( ?̂?𝜅𝑡𝑡 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑡𝑡))2 + 𝜆𝜆� {𝑓𝑓′′(𝑥𝑥)}2𝑑𝑑𝑥𝑥𝑁𝑁
𝑡𝑡=1
                             (13) 
但し，𝑥𝑥1 < 𝑥𝑥2 < ⋯ < 𝑥𝑥𝑁𝑁  である． 
上記のペナルティ付き残差平方和は，当然ながら右辺第 1 項の値が小さいほどモデルの当てはまりが良い．
第 2項の 𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) は凹凸ペナルティと呼ばれており， 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑡𝑡) の曲率を表現している．𝜆𝜆(≥ 0) は平滑化パラメータ
であり，値が大きいほど曲線が滑らかとなる． 








では金利変動を表現する期間構造モデルとして Nelson-Siegelモデル（Nelson and Siegel（1987）） を使用する．  
Nelson-Siegelモデルは，瞬間フォワードレートを以下の通り指数関数の線形和で表現するモデルであり，満
期までの期間が 𝑚𝑚 年の瞬間フォワードレート 𝑓𝑓(𝑚𝑚) を 
 
𝑓𝑓(𝑚𝑚) = 𝛽𝛽1 + 𝛽𝛽2𝑜𝑜−𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝛽𝛽3𝑚𝑚𝜆𝜆𝑜𝑜−𝑚𝑚𝑚𝑚                                                                    (14) 
と表わす． 
 𝛽𝛽1,𝛽𝛽2,𝛽𝛽3  はそれぞれイールドカーブの水準(𝛽𝛽1)，傾き(𝛽𝛽2)，曲率(𝛽𝛽3)を表わすパラメータであり， 𝜆𝜆 は形状パ








𝑦𝑦(𝑚𝑚) = 𝛽𝛽1 + 𝛽𝛽2 �1 − 𝑜𝑜−𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝜆𝜆 � + 𝛽𝛽3 �1 − 𝑜𝑜−𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝜆𝜆 − 𝑜𝑜−𝑚𝑚𝑚𝑚�                            (15)  
と表現できる． 
本稿では 𝛽𝛽1,   𝛽𝛽2,   𝛽𝛽3  を時変パラメータとして，VARモデル，ARモデルの時系列モデルで表現し，モンテカ
ルロ・シミュレーションにより時系列モデルの各パラメータの将来シナリオを生成した後，以下の動的
Nelson-Siegel モデルにより各時点におけるゼロイールドカーブを表現する． Nelson-Siegel モデルのパラメー
タの推定及び動的 Nelson-Siegelモデルの詳細は付録 Cを参照されたい． 
































図 5.1～図 5.3 はパラメータの推定期間における Lee-Carter モデルの各パラメータの分析結果である．グラ
フの形状から年齢要因𝛼𝛼𝑥𝑥（図 5.1）については，加齢となるほど対数死亡率が上昇し，特に 30歳代からは線形
的に死亡率が増加していることがみとれる。対数死亡率の暦年要因 𝜅𝜅𝑡𝑡（図 5.2）については，インサンプル期
間における年数が経過するほど死亡率のトレンドが低下していることが分かる．年齢効果 𝛽𝛽𝑥𝑥 （図 5.3）につい
ては，暦年要因 𝜅𝜅𝑡𝑡の影響が 10歳までと，30歳代，70歳代で大きくなっていることが伺える． 








表 5.1 は，図 5.4 で示した暦年要因のパラメータ予測値を用いて死亡率の予測を行った際の予測死亡率と実
績死亡率との二乗平均誤差平方根 (Root Mean Square Error; RMSE)5を比較したものである．表の 2列目と 3列
目は全年齢（0～109歳）を対象にした RMSE，表の 4列目と 5列目には本研究の対象年齢である 30～49歳の





















3次スプライン法により補間した． 1990年 1月～1994年 12月の 60ヶ月を初期時点のパラメータ推定期間（イ
ンサンプル期間）とし，12月後（1995年 12月）のパラメータのシナリオ（アウトオブサンプル）をモンテカ
ルロ・シミュレーションにより生成する．以降，１年ごとにスライドしながら繰り返し予測を行う．最終のパ










図 5.5： ファクター負荷量 
 
 
図 5.6： パラメータ推定値 
図 5.5は Nelson-Siegelモデルのファクター負荷量である．尚，ファクター負荷量を計算する際の形状パラメ
ータ 𝜆𝜆 の値には 0.32を使用した．これは，20年国債が発行された 1986年 12月から 1期目のインサンプル期
間の終わりである 1994年 12月までの 97か月間を対象に，実際のゼロイールドカーブと Nelson-Siegelモデル
による理論ゼロイールドカーブとの残差二乗和(SOSE：Sum of Square Error)の合計値( ∑ 𝑈𝑈𝑡𝑡(𝜆𝜆) 𝑡𝑡 )を最小とする
値である 7．図 5.5によると，  ?̂?𝛽1,𝑡𝑡(?̂?𝜆)パラメータのファクター負荷量は常に 1であるためグラフは直線となり， ?̂?𝛽2,𝑡𝑡(?̂?𝜆)パラメータは年限が増加するにつれて値が 0に向け逓減， ?̂?𝛽3,𝑡𝑡(?̂?𝜆)パラメータは上に凸型の曲線となって
いる．多くの先行研究から，イールドカーブの期間構造は水準，傾き，曲率の 3つのパラメータにより説明可
能とされているが，図 5.5の各パラメータのファクター負荷量からも， ?̂?𝛽1,𝑡𝑡(?̂?𝜆)パラメータが「水準」， ?̂?𝛽2,𝑡𝑡(?̂?𝜆)パ
ラメータが「傾き」， ?̂?𝛽3,𝑡𝑡(?̂?𝜆)パラメータが「曲率」を表現するのに整合的な形状をしていると解釈できる．図
5.6では，例として 20年国債の発行が開始された 1986年 12月から 1期目のインサンプル期間の終わりである
1994年 12月までの 97か月間におけるパラメータ推定値を示している． 
 
将来のゼロイールドカーブのシナリオを生成するには，先ずパラメータ推定期間（インサンプル期間）60
ヶ月におけるパラメータ推定値（原系列及び 1 次差分系列 8）に対し AR(1),VAR(1)の時系列モデルを適用し，
モンテカルロ・シミュレーションにより 12 か月後のパラメータのシナリオを生成する（サンプルパス：1000
シナリオ） ． 生成した各パラメータのシナリオ ( ?̇?𝛽𝑖𝑖,𝑡𝑡𝑞𝑞 , 𝑚𝑚 = 1,2,3 ，𝑞𝑞 = 1,2,⋯ , 𝑘𝑘, 𝑘𝑘 = 1000 )と形状パラメータ
λ，ファクター負荷量を用いて，以下の式によりアウトオブサンプル期間におけるゼロイールドカーブの予測
シナリオを求める．形状パラメータ λには前述の値（0.32）を使用する．ファクター負荷量はその λ値（0.32）
を代入して求めた値である． 𝑚𝑚 はイールドの満期までの期間を表わす． 
 
?̇?𝑦𝑡𝑡
𝑞𝑞(𝑚𝑚) = ?̇?𝛽1,𝑡𝑡𝑞𝑞 + ?̇?𝛽2,𝑡𝑡𝑞𝑞 �1 − 𝑜𝑜−𝑚𝑚𝑚𝑚𝑡𝑡𝑚𝑚𝜆𝜆𝑡𝑡 � + ?̇?𝛽3,𝑡𝑡𝑞𝑞 �1 − 𝑜𝑜−𝑚𝑚𝑚𝑚𝑡𝑡𝑚𝑚𝜆𝜆𝑡𝑡 − 𝑜𝑜−𝑚𝑚𝑚𝑚𝑡𝑡�                                         (17)  
 
                                                   
7 λの値を 0.01刻みで動かし，残差二乗和が最小となる値を求めた． 

















                                                            (18) 
但し，𝑦𝑦𝑚𝑚𝑜𝑜𝑝𝑝𝑑𝑑𝑡𝑡,𝑛𝑛𝑠𝑠𝑖𝑖𝑚𝑚：𝑡𝑡 年における残存𝑛𝑛 年のシナリオ予測平均値，𝑦𝑦𝑚𝑚𝑜𝑜𝑝𝑝𝑑𝑑𝑡𝑡,𝑛𝑛𝑎𝑎𝑎𝑎𝑡𝑡：𝑡𝑡 年における残存𝑛𝑛 年の市場ゼロイ







を用いてサープラスを計算する．ただし，𝑡𝑡 + 1 時点のサープラスは， 𝑡𝑡 時点で構築した債券ポートフォリオ
の𝑡𝑡 + 1 時点における市場時価総額と，𝑡𝑡 + 1 時点から保険期間満期にかけての（Lee-Carterモデルを用いて予



















                                                   
9  利付債の取引コストは，内枠方式で算出されるのが一般的である．そこで本論文では，購入および売
却金額に�1 − 1(1+𝜌𝜌)�を乗じた金額を，取引を仲介する証券会社へ支払う取引コストとし，取引コストを算
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Minimize    ‖𝐇𝐇𝒙𝒙𝑡𝑡 −  𝐅𝐅‖22 
Subject to    𝒙𝒙𝑡𝑡 ≥ 0 
 
但し，𝐇𝐇 = �ℎ𝑚𝑚,1(𝑗𝑗) + ℎ𝑚𝑚,2(𝑗𝑗) + ⋯+ ℎ𝑚𝑚,𝑘𝑘(𝑗𝑗) �, 𝑗𝑗 = 1,2,⋯ ,𝑛𝑛  ，𝐹𝐹𝑚𝑚𝐿𝐿𝐿𝐿 = 𝑣𝑣𝑜𝑜𝑐𝑐𝑡𝑡𝑜𝑜𝑟𝑟(𝑓𝑓1𝐿𝐿𝐿𝐿  , 𝑓𝑓2𝐿𝐿𝐿𝐿  ,⋯ , 𝑓𝑓𝑛𝑛𝐿𝐿𝐿𝐿)𝑇𝑇 ,𝐅𝐅 = {𝐹𝐹𝑚𝑚𝐿𝐿𝐿𝐿 × 1000} であ
る．𝐅𝐅 は𝐇𝐇 とシナリオ数の単位を揃えるために 1000倍している（𝑘𝑘 = 1000）． 
初期時点における投資金額は，時点0 における将来の予測負債キャッシュフローの現在価値総額とする． 
𝑜𝑜𝑛𝑛𝑜𝑜𝑜𝑜(1,𝑛𝑛)𝒙𝒙0 = (1 + 𝜌𝜌)−1𝐹𝐹𝑡𝑡+1𝐿𝐿𝐿𝐿 𝑇𝑇�𝐷𝐷𝐹𝐹10,𝐷𝐷𝐹𝐹20, ⋯ ,𝐷𝐷𝐹𝐹𝑛𝑛0�𝑇𝑇                                                                                               
時点 1 以降については， 𝑡𝑡 時点で構築した債券ポートフォリオの 𝑡𝑡 + 1  時点における時価金額から，𝑡𝑡 + 1  時
点で支払った実績負債キャッシュフロー 𝑓𝑓𝑡𝑡+1 を差し引いた投資可能金額の全額を再投資するものとする． 
𝑜𝑜𝑛𝑛𝑜𝑜𝑜𝑜(1,𝑛𝑛)𝒙𝒙𝑡𝑡+1 = (1 + 𝜌𝜌)−1 �(1 + 𝜌𝜌)−1 �𝐶𝐶𝐼𝐼𝐹𝐹𝑡𝑡𝑛𝑛×𝑛𝑛�1,𝐷𝐷𝐹𝐹1𝑡𝑡+1, ⋯ ,𝐷𝐷𝐹𝐹𝑛𝑛 − 1𝑡𝑡+1�𝑇𝑇�𝑇𝑇 𝒙𝒙𝑡𝑡 − 𝑓𝑓𝑡𝑡+1 + (𝐶𝐶𝐼𝐼𝐹𝐹𝑡𝑡𝑛𝑛×1)𝑇𝑇 𝒙𝒙𝑡𝑡 𝜌𝜌�                         
 キャッシュフロー二乗誤差最小化の最適化モデルに逐次推定・最適化のアルゴリズムを適用し，1995
年 12月～2014年 12月の日本市場に適用した結果は以下の通りである． 
 
 
図 付録 A.1：実績サープラスの推移 
 
表 付録 A.1：実績サープラスの累積値と分散 
 
 












付録 B Lee-Carterモデル 
Lee-Carter モデルは 𝑡𝑡 年における 𝑥𝑥 歳の人の対数死亡率を次式で表現するモデルである． 
 ln (𝑞𝑞𝑥𝑥,𝑡𝑡) = 𝛼𝛼𝑥𝑥 + 𝛽𝛽𝑥𝑥𝜅𝜅𝑡𝑡 + 𝜀𝜀𝑥𝑥,𝑡𝑡                                                                          
 
ただし，𝜀𝜀𝑥𝑥,𝑡𝑡  は残差項である．パラメータの推定にあたっては，𝛼𝛼𝑥𝑥,𝛽𝛽𝑥𝑥 , 𝜅𝜅𝑡𝑡  のこれらパラメータを識別可能と
するために，パラメータ間に以下の制約を課する． 𝜔𝜔 は生命表における年齢の最大値である． 
� 𝛽𝛽𝑥𝑥 = 1𝜔𝜔
𝑥𝑥=0




率の暦年 𝑡𝑡 による変化，𝛽𝛽𝑥𝑥  （年齢効果）：暦年要因に対する年齢ごとの効果，である．各パラメータの推定値
は，上記の識別制約の下で，次式を最小化することにより得られる． 




                                                           
将来の死亡率をシミュレーションするには，以上の手続きから得た暦年要因の推定値 ?̂?𝜅𝑡𝑡  に ARIMAモデルを
適用し，暦年要因の外挿予測値 𝜅𝜅�𝑡𝑡  を求めた後，年齢要因パラメータの推定値，年齢効果パラメータの推定値
を用いて，以下の式により求めればよい．小暮（2007）では，暦年要因の推定値 ?̂?𝜅𝑡𝑡  に適合する時系列モデル
は ARIMAモデルを使用するのが標準的な手続き 10としているが，本研究では一般化加法モデル（Generalized 
Additive Model：以下 GAM ）を適用することを考える．一般化加法モデルの外挿予測値の求め方については，
山田（2008）が詳しい． 
𝑞𝑞�𝑥𝑥,𝑡𝑡 = exp�𝛼𝛼�𝑥𝑥 + ?̂?𝛽𝑥𝑥?̃?𝜅𝑡𝑡�                    
 
付録 C 動的 Nelson-Siegelモデル 
本稿では Nelson-Siegelモデルの水準，傾き，曲率の各パラメータを時変パラメータとして取り扱い，以下の
動的 Nelson-Siegel モデルにより各時点におけるゼロイールドカーブを表現する．  
 
𝑦𝑦𝑡𝑡(𝑚𝑚) = 𝛽𝛽1,𝑡𝑡 + 𝛽𝛽2,𝑡𝑡 �1 − 𝑜𝑜−𝑚𝑚𝑚𝑚𝑡𝑡𝑚𝑚𝜆𝜆𝑡𝑡 � + 𝛽𝛽3,𝑡𝑡 �1 − 𝑜𝑜−𝑚𝑚𝑚𝑚𝑡𝑡𝑚𝑚𝜆𝜆𝑡𝑡 − 𝑜𝑜−𝑚𝑚𝑚𝑚𝑡𝑡�                                             





𝛽𝛽1,𝑡𝑡 ,𝛽𝛽2,𝑡𝑡 ,𝛽𝛽3,𝑡𝑡   に対して適用する時系列モデルは以下の通りである．  
 
 AR(1)モデル 











𝜀𝜀3,𝑡𝑡�      ,�𝜀𝜀1,𝑡𝑡𝜀𝜀2,𝑡𝑡𝜀𝜀3,𝑡𝑡�  ~ W. N. (𝚺𝚺) 
但し，Σ[𝑚𝑚, 𝑗𝑗] = Cov�𝜀𝜀𝑖𝑖, 𝜀𝜀𝑗𝑗� である.  
 
パラメータの具体的な推定手順は以下の通りである.   
(1) λ 値を任意の定数により与えて，ファクター負荷量を求める． 
(2) 上記ファクター負荷量から，各時点におけるパラメータの推定値(水準，傾き，曲率)を線形回帰の回帰
係数（最小二乗推定値）として得る 11． 
(3) 形状パラメータ λ は，実際のイールドカーブと理論イールドカーブ（Nelson-Siegel モデル）との残差
二乗和(SOSE：Sum of Square Error)の合計値( ∑ 𝑈𝑈𝑡𝑡(𝜆𝜆)𝑡𝑡  )が最小となる値を選択する． 
𝑈𝑈𝑡𝑡(𝜆𝜆) = � �𝑦𝑦𝑡𝑡�𝑚𝑚𝑗𝑗� − 𝛽𝛽1,𝑡𝑡 − 𝛽𝛽2,𝑡𝑡 �1 − 𝑜𝑜−𝑚𝑚𝑗𝑗𝑚𝑚𝑡𝑡𝑚𝑚𝑗𝑗𝜆𝜆𝑡𝑡 � − 𝛽𝛽3,𝑡𝑡 �1 − 𝑜𝑜−𝑚𝑚𝑗𝑗𝑚𝑚𝑡𝑡𝑚𝑚𝑗𝑗𝜆𝜆𝑡𝑡 − 𝑜𝑜−𝑚𝑚𝑗𝑗𝑚𝑚𝑡𝑡��2𝑠𝑠𝑗𝑗=1  
 













                                                   
11 Nelson-Siegelモデルの理論イールドカーブに対する非負制約を付したうえで最小二乗推定値を求めて
いる． 
12 長短金利差を表わす． 
13 バラフライスプレッドを表わし，「たわみ」とも表現される． 
14 本稿は筆者の個人的見解であり，所属する企業の公式見解ではない． 
